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N’hésitez pas & m’écrire si vous trouvez une erreur dans la correction ou si vous voulez une clarification !

La fonction I'.

Exercice 1. Une formule due a Euler.
On part du produit infini pour I :

Par définition de v, on a 3>V

sy -1
I'(s) = (1 + —) et/" = lim e es/m
S };‘[1 n N—o00 an 1(1 + s/n H

—ow| (324 -)

=log(n) + o(1), et donc :

N!
s(s+1)---(s+N)
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. N*N! o) _ N*N!
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NS s(s+1)- (st N)© NS s(s+1) - (s+ N)

I'(s) =

Pour passer de la premiére expression a la deuxiéme, on remarque que (N + 1)° = ngl (1 + %)S, ce qui
prouve que

=

1 (1+1/n)* (N +1)°N!
;1;[ (14+s/n)  s(s+1)---(s+N)

Comme (N + 1)°/N?® — 1, on obtient 'existence de la limite et I’égalité.

Exercice 2. Le théoréme de Bohr-Mollerup.
Cet exercice vise a prouver le théoréme de Bohr-Mollerup, qui dit que ¢ — I'(¢) est la seule fonction positive
sur Ry vérifiant les conditions suivantes :

(i)
(i)
(i)
1.
2.

F(t41) =tF(t);

t — F(t) est logarithmiquement convexe, c’est-a-dire que log F' est convexe;

F(1)=1.

Récurrence : si F'(n) = (n —1)! alors F(n+ 1) = nF(n) = n!, et on a bien F(1) =1 =0l

On applique 'inégalité de convexité au segment d’extrémités n et n+1,onat(n+1)+(1—t)n =n+t.
Ainsi :

logF(n+t) < (1—t)logF(n)+tlogF(n+1)
< log F(n) — tlog F(n) + tlog F(n) + tlog(n)
<1

og F(n) + tlog(n).

On applique 'inégalité de convexité au segment d’extrémités n—1et n+t, onan = I—H(n—i—t)—&— - (n—1).
Ainsi :

1 t
log F’ < log F’ t log Fi(n—1).
0g F(n) < g log Fn +1) + g log F(n — 1)
En multipliant par ¢t + 1, on obtient I'inégalité demandée, a savoir

(t+1)logF(n) <log F(n+t)+tlog F(n—1).



4. L’inégalité précédente se réécrit log F(n +t) > log F(n) 4+ tlog(n — 1). Les deux questions précentes
donnent donc ’encadrement

log F(n) 4+ tlog(n) < log F(n +t) < log F(n) + tlog(n — 1).
En passant & ’exponentielle, on obtient
(n—1 n -1 < F(n+t)<nl(n—1)!
Comme F(n+1t)=(t+n—1)---(t+ 1)tF(t), on obtient finalement

(n—1)(n —1)! ) nt(n —1)!
tt+1)..(t+n—1) Stt+1).(t+n—1)

5. En prenant n — oo, on trouve I'(t) < F(¢) < I'(t) pour ¢t €]0,1]. Comme F et I' vérifient la méme
équation fonctionnelle F (¢t + 1) = ¢tF(t), elles sont égales sur R~ entier.

Exercice 3. La fonction digamma.

On définit la fonction ¢(s) = dlogI'(s) = % méromorphe sur C.

1. On part des équations I'(s + 1) = sI'(s) et I'(s)['(1 — s) = S(zsy- On utilise ensuite additivité de la
deérivée logarithmique et le fait que dlog(s) = 1/s, dlogsin(ws) = 7 cot(7s).

2. Intuitivement, on aurait envie d’écrire
s S
logT'(s) = —vs — log(s (7710 (1 7>)
gT(s) = —ys — log( )+7§1 ~ —log (14~

au moins pour R(s) > 0 (méme pour s ¢ Rgp). Cependant, méme si cette série converge localement
uniformément vers une fonction holomorphe qui se trouve étre un logarithme de I' (son exponentielle
fait clairement T'), on n’a a priori pas I'assurance que ce soit le "bon" logarithme. Ce n’est pas trés
important puisque les différents logarithmes de I' possibles différent de constantes qui disparaitront
quand on dérivera. Il suffit alors de prendre la dérivée terme & terme (ce qu’on peut faire car la somme
converge localement uniformément, ainsi que la somme des dérivées). On obtient alors

1 1 1
0=+ 3 (i)
n>1

Notons finalement que dans notre cas précis, on peut s’assurer que le logarithme de gamma trouvé est
bien le principal en évaluant par exemple en s = 1 ou en se restreignant & R~y ot ’égalité est clairement
vraie. comme annonceé.

3. Tl s’agit simplement de calculer ¢/ (1). Clairement, (1) = —y car la série se télescope.
En dérivant terme & terme, on peut établir, pour k£ > 1
kl(—1)k+1 kl(—1)k+1
60 = o X e
n>=1

En évaluant en 1, on trouve 1) (1) = (=1)**1&!¢(k + 1), ce qui conclut.

4. Toute lastuce se trouve dans le fait que pour (z) > 0, on a

1 oo
- = / e~ *tdt.
z 0

La formule

se transforme alors en



5. On écrit

N _
—nt —(n+s)t\ _ —st\ € —€
S (et et = (e
— €

n=1

On réécrit, avec la représentation intégrale pour v donnée,

e’} 1 1 . oo . [es} . e—t _ e—(N—‘rl)t
= - - _ —S li 1— A )
¥(s) /0 (t 1- et> e dt /0 S NS 0 (1=e™) 1—e-t dt

On réarrange l'intégrande :

e (et ey
t 1—et 1—et
_ ? N 1 _16_t (—e*t LSty e (HE | ot (st (1 efst)ef(NJrl)t)
ot o st (1 — e~ t)e~ (N+D)t
t 1—e? 1—et
1—e %t

B} N
est bornée sur Ry, l'intégrale

oo —st
[ v
o l—e

Comme ‘ T
—e

converge vers 0 quand N — oo (par exemple par convergence dominée) et on en déduit que

o0 6725 efst
= — - — ] dt.
¥(s) /0 ( t 1-— et>
Exercice 4. La formule de Stirling.

On va utiliser la représentation intégrale de 1’exercice précédent et isoler les termes non-bornés quand s est
grand pour en déduire la formule de Stirling pour log I'(s).

1. Pour démontrer 1’égalité, on peut par exemple dériver par rapport a s (on peut dériver sous le signe
intégral car tout le monde est borné), et on trouve

6/ dt / e~ Stdt = —
0

On en déduit que l'intégrale s’évalue a log(s) + C, et comme sa valeur en 0 est 0, on en déduit que c’est
le log habituel.

2. On calcule

Il
\
Ss—
8
7 N
N
\
| =
a
o~
||
~
|
&
<N
~

Au voisinage de zéro, on a
1 1 =1+t
t +et—1 (et —1)
qui est bornée car e’ = 1+t + O(t?). On peut méme calculer que la fonction se prolonge en zéro avec
une Valeur de —1/2 car —et +1+t=—t2/2+0#3) et t(e! — 1) =t + O(t3). On en déduit donc que
2 ordre 1 en zéro, et la fonction

1/1 1+ 1
t\2 t et-—-1




est donc bien définie au voisinage de zéro. Il suffit alors d’intégrer brutalement pour obtenir

logT'(s+1) =slo (s)fs+110 (s)Jr/OO lflJr ! eiStdtJrC
& o8 5 8 o \2 1t e—1) ¢ '

3. Le fait que la dérivée est bornée au voisinage de zéro découle du fait que la fonction se prolonge en une
fonction analytique au voisinage de zéro. La forme explicite de la dérivée est moche mais il est assez
clair qu’elle est intégrable au voisinage de I'infini. On écrit alors

1 1 1

Une IPP donne )

/ F(t)e stdt = —f/ F'(t)e *tdt.
0 0

S

Comme F” est intégrable et |e™**| < 1, on a bien un O(1/s).

4. La formule de Stirling découle immédiatement des deux questions précédentes. Sil’on prend s = n, on a
1
log(n!) = nlog(n) —n + 3 log(n) + C + O(1/n).

Cette constante est connue et est C' = 1 log(2m).

La fonction ( et les séries de Dirichlet.

Exercice 5. Le produit eulérien.
On démontre 1’égalité
1
((s) = H T
p - p

ou le produit porte sur les nombres premiers. Pour x > 0 réel, on note S, l’ensemble des nombres entiers
naturels dont tous les facteurs premiers sont < z.

1. Pour n nombre entier, p premier, on note v,(n) la plus grande puissance de p qui divise n. On développe
explicitement

1 1
sk = Z E

p neESy,vp(n)<M

I(x)- ¥ I

p<z \ksM (kp)p<a kp<M P

1

Un terme de la forme - apparait dans cette somme si et seulement si n est un produit de nombre premiers

tous < z et vérifie v,(n) < n. En particulier, tous les éléments de S, inférieurs a 2M apparaissent dans
cette somme. En effet, si n € S, et n n’apparait pas dans la somme, il existe un p < x qui divise n a
une puissance > M : en particulier, n > p™ > 2™ 11 s’ensuit que

Ixr)- > 5= X &
p nS - nS
p<z \ k<M neS, ,n2M nESy,vp(n)<M,n>2M
est une somme de % avec seulement des n > 2M. On borne trés généreusement
1 < 1 < 1
Z ns| Z nR(s) Z nR(s)”
nESg,vp(n)<M,n>2M n€Sy,vp(n)<M,n>2M n>2M
2. Le produit sur les p est fini, on peut faire tendre M — oo pour obtenir I’égalité : d’une part

e =T

p<w \ksSM P

1 1
>y Loyl

nesS, ,n2M neESy

et d’autre part



3. Méme principe que plus tot, mais cette fois-ci on observe que
PRI
S S
n>1 n nesSy, n

ne contient que des termes de la forme 1/n° avec n > x car tout nombre entier < x est divisible par un
nombre premier < z. On borne encore une fois généreusement

1 1 1 1
Zﬁ_ Z ns S Z nR(s) <Zn§R(s)'

n>1 neSy n¢Sy n>x

Ce dernier terme étant le reste d’une série convergente, il tend vers 0 quand x — oo et on obtient donc
1

1
=2

p n>1

4. La preuve est mutatis mutandis exactement la méme que ci-dessus.

Exercice 6. La dérivée logarithmique de (.
On définit la fonction A de Von Mangoldt par

(n) log(p) n = p"* avec p premier
n) = .
0 sinon

Comme avec ¢ (cf exercice 3), on a

log (s Zlog (1-

et on sait aussi qu’on a pas de multiple de 2im ajouté car ¢ envoie Rs; dans R~ (. On peut alors dériver terme

a terme, et on a
¢(s) _ log log
() " X T T e

p p k21

On vérifie sans encombre que cette derniére série est précisément

A(n
Z 755)

n>1

Exercice 7. L’anneau des séries de Dirichlet.
Formellement, 'anneau des séries de Dirichlet est 'anneau des suites de nombres complexes muni de la con-

volution arithmétique :
(a * b)n = E adbn/d.
d|n

On dit qu’'une série de Dirichlet est convergente s’il existe o € R tel que la série réelle Zn>1 ‘Z’;' converge.

1. On peut réécrire la convolution arithmétique comme (axb),, = >, _  agb., ce qui rend la commutativité
évidente. La distributivité sur I’addition est directe car

(ax(b+c))p = Z ag(be + c.) = Z agbe + Z adCe.

de=n de=n de=n

Un rapide calcul montre que la convolution avec (1,0,0,...) est 'identité. Reste associativité :

((a*xb)*c), = Z (Z aubv> Ce = Z Ay byCe = Z au<z b ce> (ax(bx¢))n

de=n uv=d uve=n Uw=n ve=w

2. 813 5 ‘ZZ' converge, alors la série > -, %& converge normalement sur $(s) > o et définit donc une
fonction holomorphe sur R(s) > o.



3. On se raméne a démontrer que

pour R(s) >> 0 seulement si a,, = 0 pour tout n. Quitte & changer s par s+ o9 avec oy >> 0, on suppose
lan] < 1 pour tout n. On procéde par I'absurde : si m est le plus petit entier tel que a,, # 0, on écrit

En multipliant par m® des deux co6tés, on obtient
an
—Cy, = E —_—
n>m+1

Les m — 1 premiers termes de la série, a savoir w/m / 5 avec k=m+1,...,2m — 1, tendent clairement vers
0. La série restante peut étre majorée

an |an] m

n=2m n=2m

car on a supposé |a,| < 1 pour tout n. Cette série tend vers 0 quand $(s) — oo, ce qui donne une
absurdité car on avait supposé a,, # 0.

4. Notant 7(n) le nombre de diviseurs de n, on a la borne triviale 7(n) < n et
Zadbn/d <7 n) max |a;]| max|b |.
d|n

Si o est tel que Ia"l converge, alors n~7|a,| est bornée, et n~7 max;<,, |a;| aussi. On choisit un o qui
) < J
. b,
fait converger » |a"‘ et > | | , et alors

0273 (0 b)) < n27 5 - max Jas | max by = O(n~?)

et la série de Dirichlet est convergente !
On peut alors écrire

an bm anbm

n>1 m2>=1 m,n>1

_ 3" Lol

k>1
ou ’échange de l'ordre de sommation est possible grace a la convergence absolue.

5. Sia; =0, alors (a*b); = a;b; = 0. Sia; # 0, on définit explicitement U'inverse (by,),, par récurrence. On
commence par poser by = al_l. Supposons U'inverse défini jusqu’au terme n — 1, on a (a x b),, = 0 donc
a1b, + Zd\n,d>1 agby/q = 0. 1l suffit alors de poser b, = —afl dedx agby/q et on a par définition
fabriqué un inverse.

6. On suppose pour simplifier les calculs que a; = 1, ce qui revient & multiplier tous les b, par a; (et

|an|

ne change donc pas la convergence). Pour o > 0 assez grand, on a ) _, =% < 1-en effet quitte a
remplacer o par oo+ o on peut supposer (a,), bornée, et on se rameéne au fait que Zn>2 —% — 0 quand




o — 00. On va montrer avec la définition explicite de (b,) qu’on a |b,| < n° pour tout n. En effet, on a

|bn| g Z |adbn/d|

d|n,d>1

o |aal
g n Z do
d|n,d>1
53 |aa|
da
d>1
<n°.
Ainsi, n=?2b,, est convergente.

Exercice 8. Produits eulériens formels &
On munit 'anneau des séries de Dirichlet formelles de la distance suivante :

d((an)nv (bn)n) - mln{’n 11 an # by }

1. La symétrie et la séparation sont immeédiates (implicitement d(f, f) = 0).
Reste & démontrer l'inégalité ultramétrique. Notons f = (an)n,9 = (bn)n,h = (cn)n. L’inégalité
d(f,h) < max(d(f,g),d(g,h)) est équivalente &

min{n > 1:a, # ¢,} 2 min (min{n > 1:a, # b, },min{n > 1:0, # ¢,})
ou encore
max{n >1:a, =c¢,} > min (max{n > 1:a, =b,},max{n > 1:b, =¢,}).

Cette derniére inégalité est clairement vraie : si a; = by,...,a, = b. et by = ¢1,...,bs = ¢s alors a1 =

C1, -++y Gmin(r,s) = Cmin(r,s)"
2.
a Clk Clk a Clk
L= 5 )\ i | = 2~ o i
m# mrs m~s o ms mrs
k>0 k>0 k>0
a ak
_ § -1
s mks
k>0 k>1

3. On note S, 'ensemble des nombres entiers dont tous les facteurs premiers sont < z. Dans I’anneau des
séries de Dirichlet, on a

H%=HZ,€S

1—a
p<z pP p<a k>0

(kp)p<a p<m
Qp
—-
neSy
On peut s’amuser a justifier trés proprement le passage de la premiére a la deuxiéme ligne, par exemple en
faisant une récurrence sur le nombre de premiers impliqués dans le produit. C’est un calcul élémentaire
bien qu’un peu encombrant, qu’on ne fera pas ici.

Il s’ensuit que
1 ay an an
AN et tell B0 D Dt Bl
1—app n n n
p<z n>1 neSy n>1

Ainsi, on a bien convergence du produit vers la série annoncée quand x — oo.



4. Une suite totalement multiplicative est entiérement déterminée par ses valeurs aux nombres premiers :
sin = [[p*™, alors a, = [[ay” ™) 11 gensuit qu’une suite dont la série de Dirichlet associée admet
une telle représentation comme produit infini est nécessairement totalement multiplicative. Réciproque-
ment, une suite totalement multiplicative admet toujours une factorisation explicitée dans la question
précédente.

5. De la méme facon que la question 3, on a

> %- > 10

p<z k=0 (kp)p<az PST

bn
:ZE

nesSy

b,
pk:ps

on a donc la méme estimation

byt~ bn
ks s <
n

p n>1

a( 112

p<z k>0

8

et le produit infini converge.

6. Si une série de Dirichlet admet une représentation comme produit infini de séries entiéres en les p~*,

alors le coefficient a,, s’écrit comme Hp Apyop(n) €1 la suite est faiblement multiplicative. Réciproquement,
si on considére une suite faiblement multiplicative, elle est entiérement déterminée par ses valeurs sur
les puissances des nombres premiers et le produit infini défini & la question précédente converge vers la
suite.

7. Assez clairement, on a

H fo(s) - ng(s) = H fp(8)gp(s)

et fp(s)gp(s) est encore une série entiére en p~®. Sion écrit f,(s) comme F,(p~*) avec F), une série entiére,
alors comme le coefficient constant de Fj, est 1, F), admet un inverse F,~ L qui a aussi un coefficient
constant de 1, et donc ][, F,(p~*)~! est un inverse de [1, fo(s), qui est donc également faiblement
multiplicatif. Notons Spm(Z) ’ensemble des nombres premiers, qui est en bijection avec N par n’importe
quelle énumération des nombres premiers. L’isomorphisme entre le sous-groupe des séries de Dirichlet

faiblement multiplicatives (appelons-le Dgy,) et A(C)SP™(2) est donné par
A(C)SP™®) 5 Dy
(Fp)p = [T Fop ™).
P

L’inverse de ce morphisme est explicite, il est donné par

Dy — A(C)SPm ()

a
E - — Zakak
nS

n>1 k>0 »

Remarque. On peut topologiser similairement I"anneau C[[z] des séries entiéres, en posant |f| = ¢~ () pour
un ¢ > lou ordp(f) est l'ordre d’annulation de de f en zéro. On peut vérifier que d.(f, g) = |f — g| définit une
distance également, et que la topologie induite ne dépend pas de c.

L’idée derriére ces distances est de considérer que les nombres complexes ont essentiellement tous la méme
taille, et qu’en comparaison z (ou 1/n® dans le cas des séries de Dirichlet) est infinitésimalement petit, d’ou
la] = 1 pour a € C* et |z| =71,

La topologie se comporte trés bien dans cet anneau : la multiplication et la somme sont continues, et, par exem-
ple, la suite des sommes partielles d’une série converge vers la série elleeméme. On peut aussi se servir de cette

topologie pour prouver des résultats par densité, par exemple ’associativité de la composition de séries entiéres.



